Terminale S/ES/STI Fiche n°7 - Nombres complexes
Mathématiques Les nombres complexes, écritures et opérations

Cours : fiche n°7 - Nombres complexes

Théme : les nombres complexes, écritures et opérations.

Notions abordées Page
1. Notation algébrique et propriétés : définition du corps des complexes et écriture algébrique, 1
opérations sur les nombres complexes, propriétés.

2. Notation trigonométrique et propriétés : interprétation géométrique, propriétés et notation 3
trigonométrique ou polaire.

3. Notation exponentielle et propriétés : notation exponentielle, propriétés. 5
4. Equations du second degré : solutions complexes des équations du second degré a 9
coefficients réels puis a coefficients complexe.

5. Nombres complexes et géométrie : plan complexe, symétries, translations et rotations et 12
résolution de problémes de géométrie a I'aide des nombres complexes.

1. Notation algébrique et propriétés

1.1. Qu’est-ce qu’un nombre complexe ?

Il existe divers ensembles de nombres: N c Z ¢ Q c R. A partir de 'ensemble des réels, on peut
construire I'ensemble des nombres complexes. Cet ensemble est noté Cetona: R c C.

On introduit i tel que i? = —1. Magnifique ! Nous avons « créé » un carré positif | Impossible ? En fait,
un carré n’est pas forcément positif, la régle exacte est : le carré de tout nombre réel est positif.

L’ensemble des nombres complexes, noté C, est I'ensemble des nombres z s’écrivant sous la
forme suivante: z = a + ib aveci tel que i? = —1,a,b € R.
Cette notation est qualifiée de forme algébrique.

Soitz=a+ib€eC:

Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et on note : Re(z) = a.

Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et on note : Im(z) = b.
Si a = 0, on dit que z est un imaginaire pur.

1.2. Opérations sur les nombres complexes

Partant de la précédente définition, nous pouvons munir I’'ensemble C de plusieurs opérations :

Conjugaison : soit z = a + ib un nombre complexe.
Le conjuguéde zestz =a —ib

Addition : soientz = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes.

z+z' =(a+a')+i(b+b")ouencorez+z' = (Re(z) + Re(z")) + i(Im(z) + Im(z"))

N.B. : cette addition est commutative, i.e. : z+ z' = z' + z. Son élément neutre est 0, i.e. : 0+ z = z. Elle est associative,
ie.:(z+z)+2'=z+ (z' +2"). N'hésitez pas a vérifier !
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Multiplication : soient z = a + ib et z’ = a’ + ib’ deux nombres complexes.

zz' = (a+ib)(a' +ib") = aa’ + aib' + iba’ + ibib’ = aa’ + iab" + iba’ — bb’

zz' = (aa' — bb") +i(ab’ + ba")

N.B. : cette multiplication est commutative, i.e.: zz' = z'z. Son élément neutre est 1, i.e.: 1Xz =z et son élément
absorbant 0, i.e. : 0 X z = 0. Elle est associative, i.e. : (zz')z" = z(z'z"") et distributive par rapport & I'addition, & savoir que :
z(z' +2'") = zz' + zz'"). N’hésitez pas a vérifier !

Multiplication par un scalaire : soit z = a + ib un nombre complexe et soit k un réel.
kz = (ka) + i(kb)

Egalité : soient z = a + ib et 2’ = a' + ib’ deux nombres complexes.
On dit que z = 7’ si et seulementsia =a’etb = b’.

. 5+i 2 .
Exemple : soient z = — et z' = 3 + i deux nombres complexes.

5+i 5 1.
na:z=—==>+-1.
Ona > 2+21

. . . 5 1, 2.
Les conjugués de z et z’ sont respectivement : z = > El etz = 37 L.

restizaz =S4 tigZaiz (a4 (te1)i=243;
Lasommedezetzest.z+z—2+21+3+l—(2+3)+(2+1)l 6+21.
: stz = (S420) (B 1) = (Ex2otx1) (Ex14+ix2)i =141
Le produitde z et z' est : zz —(2+21 3+l =(5X3 2><1 + 2><1+2><3 l—6+6l.

5+i L
Autre exemple : mettre z = -5 Sous forme algébrique.

L'astuce classique et a retenir est de multiplier le numérateur et le dénominateur par la quantité
conjuguée du dénominateur, en l'occurrence 7 + i :

o 5+i G+ D)7+ 20) _35+10i+7i—2_33+17i_33+17_

T7-2i (7-200+20)  72—-(@2)? _ 49+4 53 53

V4

1.3. Propriétés

De la définition des précédentes opérations, I'on déduit les propriétés suivantes :

(i) Soit z € C, alors : zZ = Re(z)? + Im(z)?

(ii) Soit z € C, alors : z + Z = 2Re(2)

Preuves : z peut s’écrire sous la forme z = a + ib avec a,b € R et i> = —1. Dés lors, Z = a — ib par
définition du nombre conjugué.

()zZ = (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a® — i®b? = a® + b?
(ilz+Z=a+ib+a—ib=a+a=2a
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2. Notation trigonométrique et propriétés

2.1. Interprétation géométrique et notation trigonométrique

Une maniére commode de représenter un nombre complexe z, c’est de la visualiser sur ce qu’on
appelle le plan complexe qui s’apparente a un simple repére orthonormé. De fait, on constate qu’un
nombre complexe s’apparente a un vecteur. En effet, on peut considérer que :

e Le nombre O correspond au vecteur (0,0) ;

e Le nombre 1 correspond au vecteur (1,0) ;

e Le nombre i correspond au vecteur (0,1) ;

e Plus généralement, le nombre z = a + ib s’apparente au vecteur (a, b) ;
e Pareillement, I'addition de nombres complexes et la multiplication d’un nombre complexe par un

scalaire s’apparentent a leurs homologues vectoriels. Soient (a,b) et (a',b") deux vecteurs, k un
réel, onabien: (a,b) + (a',b") = (a+a’,b+ b") etk(a,b) = (ka, kb) ;

o°
|
> |
| |
argz - |
| Re z

A gauche, on a représenté le nombre complexe z dans le plan complexe. On
représente la partie réelle sur I'axe des abscisses et la partie imaginaire sur I'axe des

ordonnées.

De I'analogie (voire de I'équivalence) entre vecteurs et nombres complexes, on tire

de nouvelle caractéristique des nombres complexes :

On appelle module de z la quantité : |z| = \/Re(x)z + Im(x)? = Va2 + b2

On appelle argument de z I'angle orienté : arg(z) = ((0; Re(z)); (Re(2); Im(z)))

J. Paquereau
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Remarque !

A partir de cette interprétation géométrique
précédente, on peut formuler quelques
remarques.

Tout d’abord, on notera que I'ensemble des
nombre z € C de module |z| =1 décrit le
cercle de centre 'origine du plan complexe et
de rayon 1, C('est-a-dire le cercle de
trigonométrique.

Plus généralement, un nombre complexe z €
C de module |z| peut toujours se visualiser
comme un point du cercle de centre le plan
complexe et de rayon |z|.

Ceci nous donne a voir les nombres complexes
d’une fagon tres trigonométrique. On en
déduit les propriétés formulées ci-aprés.
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2.2. Propriétés

(i) Soit z € C, on note 6 = arg(z), alors: Re(z) = |z|cos(0) et Im(z) = |z|sin(O)

(ii) Soit z € C, z peut s’écrire sous la forme z = r(cos(@) + isin(@)) avecr, 8 € R. Cette notation est
qualifiée de forme trigonométrique ou forme polaire.

b
Va?+b?

(iii) Soit z = a + ib € C, on note 6 = arg(z), alors cos(0) = etsin(0) =

\/_

(iv) Soit z,z' € C avec z = r(cos(0) + isin(0)) et z' = r'(cos(0") + isin(8")), alors :
zz' = rr’(cos(@ + 60" + isin(6 + 9’)).

Justifications : z peut s’écrire sous la forme z = a + ib avec a,b € R et i2 = —1. Dés lors, Z=a — ib

par définition du nombre conjugué.
Re(z)
|z|

Im(z)
lz| ~

(i) Par construction (voir graphique précédent), on a : cos(arg(z)) = et sm(arg(z)) =
(ii) D’apres (i), en posant 8 = arg(z) etr = |z|,ona:

z=a+ib = |z|cos(0) + i|z|sin(B) = r(cos(G) + isin(G)).

Re(z) _Im(z) _ b
(iii) cos () = —= \/_ etsin(9) = = Ve

(iv) On rappeIIe que pour tous réels 0 et 0’ :

cos(0 +6") = cos(8)cos(8") — sin(6)sin(0") et sin(0 + 8") = sin(0)cos(6") + cos(6)sin(8")
Il vient que :

zz' = r(cos(@) + isin(@)) X r’(cos(@’) + isin(H’))

=zz' = rr’(cos(@)cos(@’) + icos(0)sin(8") + isin(8)cos(0") — sin(@)sin(@’))

=zz' =rr ((cos(@)cos(G’) — sin()sin(8")) + i(cos(8)sin(8") + sin(B)cos(@’)))

= zz' =rr'(cos(6 + 0) + isin(6 + 0"))

. —1+i 5v3+15i
Exemple : soient z = 7 et z/ = Vel deux nombres complexes. Mettre z et z’' sous forme

trigonométrique et leur somme sous forme algébrique.

o Mettre z sous forme trigonométrique :

_-l+ 1 1. V2 \/_.__Q V2 3m\ _ V2 . (3m\ _ 2

r= =gt pis gt ai= gty iorcos(F) =3 sin(F) =3
T

D'ou: Z—COS(4)+lSln(4)

e Mettre z' sous forme trigonométrique :

»_ 5V3+15i _ 5¥3 | 5V3V3i _ 5 i 1, V3. m _ 1 . (") _ V3

2 =755 PN + —5(2+21).Orcos(3)—2,sm(3)—2.

D'ou:z=5(cos( ) +isin (5 )>

e Mettre leur somme sous forme algébrique :

e \/§+\/§_+5+5\/§,_5—\/§+\/§+5\/§,
z+7' 2 Tt T T 2 !
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Remarque ! Pour passer de la forme algébrique a la forme « trigo », on essaie de faire
apparaitre un cosinus et un sinus remarquables (a retenir).

3. Notation exponentielle et propriétés

3.1. Notation exponentielle

Nous admettrons le résultat qui suit, lequel peut étre démontré grace a une notion hors programme,
celle de développement en série de Taylor :

Soit & € R, on montre que : cos(8) + isin(8) = e®®.

En multipliant chacun des membres de cette égalité par,r € R, nous obtenons une nouvelle notation
des nombres complexes :

Soitz € C, il existe 7, 6 € R tel que z = r(cos(@) + isin(@)) = izt
Comme précisé précédemment, r(cos(@) + isin(@)) est I'écriture de z sous forme trigonométrique.
La notation re'® est 'écriture sous forme exponentielle de z.

Remarque ! L3 encore z = cos(0) + isin(0) = e'? s’interpréte comme I'ensemble des points du cercle
de l'unité, 8 = arg(z) représentant un simple angle orienté.

—1+i ,  5V3+15i
et z =
V2 243

Exemple : soient z = deux nombres complexes. Mettre z et z’ sous forme

exponentielle.

Nous avons déja montré que z = cos (%) + isin (‘%ﬂ) etz' =5 (cos (g) + isin (%))
3., T

D'oUu:z=e4 et z/ =5es".

11mi
Autre exemple : soit z = 12e ¢ un nombre complexe. Mettre z sous forme algébrique.

Ona:z = 126% =12 (cos (MTR) + isin(%)) =12 (\/;—%1) = 63 — 6i

3.2. Propriétés

A partir de la notation exponentielle, nous pouvons construire quelques propriétés :

Module et argument d’un produit : soit z, z' € C.
Alors,ona: |zz'| = |z||z'| et arg(zz') = arg(z) + arg(z').

Module et argument d’un inverse : soit z € C.

Alors, on a: |§| = % etarg G) = —arg(z).
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Module et argument d’un quotient : soit z,z’ € C.

Alors,on a: |—| =1z ’| et arg( ) =arg(z) —arg(z").

Module et argument d’une puissance : soitz € Cetn € N.
Alors,ona: |z"| = |z|" et arg(z™) = narg(2).

Module et argument du conjugué inverse : soit z € C.
Alors,ona: |Z| = |z| etarg(Z) = —arg(Z).
N.B. : dans le plan complexe, z et Z sont symétriques par rapport a I’axe de des abscisses.

Module et argument de I'opposé : soit z € C.
Alors,ona:|—z| = |z| etarg(—z) = arg(z) + m.
N.B. : dans le plan complexe, z et Z sont symétriques par rapport a I’origine.

Formule de Moivre : soient@ € R, z € C avec z = re'? etn € N.
Alors : (cos(@) + isin(H))n = cos(nB) + isin(nh)

Formules d’Euler : soit 0 € R.
+oif

Alors : cos() = ———etsin(f) = ——

Preuves :

o Module et argument d’un produit :

. 7 . i 1 ! . .
Soit z,z' € C, on peut écrire z = |z|e'@9@ et 7' = |Z’|e“”g(z ) (on passe en notation exponentielle).

Il vient que zz' = |z|ei@9@ |z’ |eiar9(Z') = |z||2|e’ i(arg@)+arg( ))

Par identification, on a bien |zZ'| = |z||Z'| et arg(zz") = arg(z) + arg(z').

e Module et argument d’un inverse :

Une fois encore, on note z = |z|e!T9® et 7' = |7'|eiar9(2")

1L _ 11 1 gD
|Z|ezarg(z) |z| elarg(z) |z|

Il vient que—

e Module et argument d’un quotient :
. . . z 1 .
On peut procéder comme ci-dessus ou classiquement remarquer que S =ZX . On applique alors les

deux formules précédentes :
| I |Z|

|Z| 1’|

arg (5) =arg (Z X %) =arg(z) +arg (2_1’) =arg(z) —arg(z')

e Module et argument d’une puissance :
Intuitivement, on a :
n fois

|z = |z| X |z| X ... x |z]| =[]k=1lz| = |2|"
n fois

arg(z™) = arg(z) + arg(z) + -+ arg(z) =narg(z)

Plus formellement, essayez-vous a prouver ces formules par récurrence.
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e Module et argument du conjugué :

Im
Graphiquement, cette propriété est assez évidente. Il suffit de tracer un A z=x+iy
nombre complexe z et son conjugué Z dans le plan pour s’en rendre compte V-, ,
(graphique représenté a droite, extrait de Wikipédia). r
Notons: z = r(cos(@) + isin(@)) = rcos(0) + irsin(0) :
Ou : r est le module de z et 8 son argument. \@ » Re
Rappelons que : cos(8) = cos(—0) et sin(—0) = —sin(H). 0\ x
Il vient: Z =rcos(8) — irsin(8) = rcos(—0) + isin(—0) = r(cos(—@) + rho
isin(—9)). -y :_ _
Onadoncbien: |z] =7 = |z| et arg(Z) = —0 = —arg(2). 2=X—1y

e Module et argument du conjugué :

Graphiquement, cette propriété est elle-aussi évidente. Il suffit de tracer un nombre complexe z et son
opposé —z dans le plan pour s’en apercevoir.

Notons: z = r(cos(@) + isin(@)) = rcos(0) + irsin(0)

Ou : r est le module de z et 6 son argument.

Rappelons que : cos(0 + ) = —cos(0) et sin(6 + m) = —sin(H).

llvient: —z = —rcos(0) — irsin(0) = rcos(6 + m) + isin(60 + ) = r(cos(H + ) + isin(6 + n)).
Onadonchien:|—z|=r=|z|et arg(—z) =0 + w = arg(z) + .

Autre preuve (plus rapide) : |—z| = |—1||z| = |z| etarg(—z) = arg(—1) + arg(z) = 7w + arg(2).

e Formule de Moivre :

(cos(@) + isin(B))n = (eie)n = e = cos(nh) + isin(nh)

e Formules d’Euler :
Rappelons encore que : cos(6) = cos(—0) et sin(—0) = —sin(6).

elf 4 o0 _ cos(0) + isin(0) + cos(—0) + isin(—6) B cos(0) + isin(0) + cos(8) — isin(6)

2 2 2
e® + e  2c0s(0)
:j z =— = cos(6)
elf — 10 _cos(0) +isin(0) — cos(—0) — isin(—0) _ cos(8) + isin(0) — cos(0) + isin(0)
2i 2 B 2
el 4+ e~  2isin(0
= = _( ) = sin(0)
2 21

e Conclusion : de ces démonstrations, comme de bien d’autres d’ailleurs, on retiendra en particulier
toutes les petites « astuces » utilisées, par exemple le fait d’écrire un nombre complexe avec la
notation qui nous arrange quand cela nous arrange, la tentation de procéder a une démonstration
par récurrence quand un petit nombre entier n traine dans une formule, I'utilisation du fait que sinus
et cosinus sont respectivement des fonctions impaires et paires, etc. Toute astuce est toujours bonne
a prendre et surtout a retenir !
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Attention ! La connaissance des formules d’Euler et de la formule de Moivre, bien utiles, n’est
plus exigée en terminale. Malgré tout, les futurs étudiants que vous étes peut-étre ont
potentiellement intérét a la connaitre d’ores et déja.

3+3i

Exemple : calculer le module et I'argument du nombre complexe z = Te—2vat

Idée : représenter 3 + 3i et —6 — 2+/3i dans le plan complexe.

12| = | 3+3i | _I3+3il 343 _ V32+32 @ _
-6-2v3il ~ |-6-2v3i| = |6+2v3i] 624 (243)° Va8 43
3+3i

arg(z) = arg (_6_—2@) =arg(3 + 3i) — arg(—6 - 2\/§i) =arg(3+3i) - arg(6 + 2\/§i) -
arg(z)=arg( (i+ii)>—arg<4\/_( ﬁ+£)>—n

44/3

or-3 -1 _ V2 _Vv2 6 _ 3 _V33_3 2v8_1
NS ™ V2 Va2 2’43 23 23 2 a3 2

arg(z) = arg <\/2_+§l> —arg 2\/ﬁ<§+%i> -7

s 6TT—4T—24T1 —221 11w

1
arg(z) = - =T =~ T

Comme arg(z) est un angle, on rappelle que : Yk € Z,arg(z) = arg(z) + 2km. On peut donc écrire :

11 —11m+241 13m
arg(z) = - +n=—1—="1

Autre exemple : montrer qu’il est possible d’écrire cos(5x)* et sin(10x)? a I'aide uniquement d’une
dont les termes sont de la forme cos(ax) ou sin(bx).

N.B. : cette transformation est appelée une linéarisation. Elle est particulierement utile afin de pouvoir facilement intégrer
une fonction contenant des sinus et cosinus, c’est-a-dire en outre afin de pouvoir trouver la primitive d’une fonction
constituée de sinus et de cosinus. La connaissance de cette méthode n’est plus au programme de terminale.

On rappelle que : (a + b)" = Y3 -0 (Z) a®b™ k. Cette formule est appelée bindme de Newton et les

_ n A~ . T .
coefficients (k) peuvent étre facilement trouvés a I'aide du triangle de Pascal.

e cos(5x)* : on applique les formules d’Euler puis on utilise le bindme de Newton.

. . 4 . .4
5x1+ —5xi 5x1+ —5xi
cos(5x)* = (e ze ) _ L 166 )

(5% + e—5xi)4 _ 1(eSxi)4 + 4(esxi)3(e—5xi)1
+6 5xi\2 (,—5xi 2_|_4 sxi\1(,-5xi)3
() () + 4(e™) ()
+ 1(e 5"‘)
(5% + e—5xi)4 — @20xi | 415Xi=5xi 4 ,10xi=10xi | 4,5%i—15xi

l + e—ZOxl
6 l 15 I 20 | 15 | Zoxi+4e1Oxi+6eo+4e—10xi+e—20xi

K T .
e le ==l 1] z

[1 5|10 | 10 5‘1
1
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1 eZOxi+e—20xi 1 e10xi+e—10xi

Finalement on a : cos(5x)* = 43 lcos(zox) + %cos(le) + %.

8 2 2 2 8 8

e sin(10x)? : dans ce cas particulier, on se contentera d’utiliser une formule de trigonométrie, a
1—cos(2x)

2
Prouvons toutefois cette formule afin qu’elle n’ait pas I'air d’étre sortie de nulle part :

cos(2a) = cos(a + a) = cos(a)cos(a) — sin(a)sin(a) = cos(a)? — sin(a)?
=> sin(a)* = cos(a)?® — cos(2a) = 1 — sin(a)? — cos(2a)
=> 2sin(a)* = 1 — cos(2a)
1 —cos(2a)
2
On en déduit que : sin(10x)? =

savoir que Vx € R, sin(x)? =

=> sin(a)* =

1-cos(2x10x) _ 1 1

> > Ecos(ZOx).

3.3. Racines n-ieme de 'unité

Comme vous le savez on définit la racine carrée en tant que réciproque de la fonction carrée, c’est-a-dire
que pour tout x réel positif, voire pour tout x complexe, le carré de racine de x est égal a x.

2 142
Plus formellement, avec K = Rou C,ona: Vx € K, (Vx)~ = (xZ) =x2 = x.

Pareillement, on peut définir la racine n-ieme de x, notée V/x, en tant que réciproque de x™.

1\ n
Formellement, ona: Vx € K, (W)n = (xﬁ) = xn = X.

Dans le plan complexe, chercher les racines n-ieme de l'unité signifie qu’on cherche a résoudre
I’équation suivante : soitz € Cetn e N(E) : z™ = 1.

Siz™ = 1, on a nécessairement |z"| = |z|™® = |1] = 1. On en déduit que |z| = 1. Par conséquent, z peut

s’écrire sous la forme e?. Comme 6 est un angle, on a naturellement Vk € Z, el¢ = i(0+2km)

Ore* = 1 siet seulementsix = 0. Donce'? =1 < 0 = 0 + 2kmn.

DecefaitVnEN,Z"=1<:>(ei9)n=ein9 =1(:)n9=0+2kn(:>9=2k7"_

L’ensemble des solutions de I’équation (E) : z™ = 1, avec z € C et n € N, appelé racines n-ieme de
.2km
unité, est: S =e'n .

4. Equations du second degré

4.1. Solutions complexes des équations du second degré a coefficients réels

Vous savez trés certainement déterminer qu’une équation du second degré n’a aucune solution, en a
une ou plusieurs. Il s’agit des équations de la forme: ax? + bx +c = 0 avec a,b,c,x € R. Si votre
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mémoire flanche, je vous invite a consulter la fiche de cours n°1 afin de vous rafraichir la mémoire. Nous
nous intéressons a présent aux solutions x ou x € C et non plus x € R.

On appelle équation du second degré complexe a coefficients réels une équation de la forme :
(E) :ax?>+ bx +c=0aveca,b,c € Retx € C.

Avec les nombres complexes, tout carré n’est pas nécessairement positif. Si bien que les solutions
complexes de (E) (x € C) different des solutions réelles (x € R).

On appelle discriminant réduit la quantité & telle que §2 = b? — 4ac.
Soit A = b% — 4ac. Si A > 0 alors § = VA, sinon § = ivV—A.

N.B. : le discriminant réduit § est « I’équivalent complexe » du discriminant A auquel vous étes habitué. Dans le cas particulier
ould=0,onad=0.

On vérifie aisément que I'ensemble S des solutions de I'équation sont :

SiA>0,5= {_bztl\/z; _bz_a\/z}
sin=0,5={—}
R e
, o ol )
Ce qu’on peut en fait résumer par : S = 0
a

. -b+6 -b-6 .
Preuve : soient a = —a etf = > et soienta,b,c € R,x € C.

On constate que :

oxt e a2 2) (2 - (52 - (20 - (529

:ax2+bx+cza((x+§a)2_(2%2): a<(x+%)z_(%)z>

:ax2+bx+c=a(x+%+%)(x+%—%)=a(x+%)(x+%)
=>ax2+bx+c=a(x—_z;5)(x—_:5)=a(x—ﬁ)(x—a)

D'ou:
ax’+bx+c=0 o x—-—a)=0ou(x—p)=0 ©x=aoux=p.

On peut ainsi retenir le résultat remarquable suivant :

Soient a et f3 les solutions complexes de I'équation ax? + bx + ¢ = 0.
Alorsona:ax? + bx + ¢ = a(x — B)(x — a).
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Exemple : déterminer I'ensemble des solutions complexes des équations (E) : —2x2? — 4x —3 = 0.

OnalA=(—4)?—4x(-2)x(-3)=16—-24=-8<0.
L’équation ne possede donc aucune solution réelle et posséde en revanche deux solutions complexes :
Avec : § = ivV/8 = 2i/2, on obtient :

st man) = (S =S = e g9

4.2. Solutions complexes des équations du second degré a coefficients complexes

Attention ! La résolution d’équations du second degré complexes a coefficients complexes est
hors programme de terminale. Elle est présentée ici a titre informelle.

On appelle équation du second degré complexe a coefficients complexes une équation de la forme :
(E) :ax?® + bx +c = 0aveca,b,c, € C.
N.B. : on notera bien qu’ici, méme les coefficients a, b et c peuvent étre des nombres complexes.

La résolution de telles équations est tout a fait similaire a celles présentées en 4.1. Toute la difficulté de
la résolution réside dans le fait qu’il faille trouver la valeur (complexe) du discriminant réduit. En effet,
comme a,b,c,€ C,onaA = b? — 4ac € C. Le discriminant n’est plus forcément un nombre réel !

Il s’agit donc de trouver § € C tel que 6% = A. Si A est un nombre réel, on peut résoudre I’équation en
suivant la méthode expliquée en 4.1.

Exemple : résolvons I'équation (E) : 3x2 + 2x — ?i = 0.

Le discriminant vaut : A =22 —4 X 3 X (—?i) = 4 + 4+/3i.

On cherche alors a calculer le discriminant réduit § € C tel que §% = 4 + 4+/3.

. _ . 1, V3. _ o & _ i 2

On peut écrire A= 4 + 4/3i = 8(E+7l) =8es = (8e 6) .
V3

X oz T . (T)) _ V3 1 .
Deslors5—8e6—8(605(6)+Lsm(6)>—82+812—4\/5_’+4l.

—2+4V3+4i —2—4\/§—4i} _ {—1+2\/§+2i . —1—2\/§—2i}

2%3 ’ 2x3 3 ’ 3

L’ensemble des solutions est : S = {

Cas général : résolvons I'équation (E) : x2 + (\/71 — 1)x —\2i = 0.

Le discriminant vaut A = (\/Ei - 1)2 —4x1x (—\/fi) = —2—2V2i+ 1+ 4V2i = -1+ 2+/2i.
On cherche § € C tel que 62 = —1 + 2v/2i.

On note & sous forme algébrique, alors : § = m + inavecm,n € C.

Alors: 6% = (m + in)? = m? + 2mni — n? = (m? — n?) + 2mn)i.
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Par identification, il vient que :
82 =-1+2V2i & (m?—-n?)+ 2mn)i = -1+2V2i @ m?> —n? = —let 2mn = 242

2
@mz—nzz—letn:&:‘/—iﬁmz—(ﬁ) =—1etn=£@m2—%+1=06tn:£
2m m m m m

V2

*+m?-2 2
%=Oetn:%@m4+m2—2=06tn=;

mZ
N.B. : rappelons qu’un quotient est nul si et seulement si son numérateur est nul.
En posant M = m?, I'équation m* + m? —2 = 0 se réécrit: M?> + M — 2 = 0, équation du second
degré réelle que nous savons fort bien résoudre.
Son discriminantvaut 12 — 4 x 1 x (=2) =1+ 8 = 0.

Les solutions de cette équation sont finalement M = %6 =—2etM = = 1.

OnadoncM?+M —2 = (M +2)(M — 1) ouencore m* + m? — 2 = (m? + 2)(m? — 1).

-1+/9

Comme m est réel, m? + 2 ne peut étre égal a 0. On a donc :
J_

522—1+2\/§i<:>m2—1=0etn:f®m=1etn=\/§oum=—1etn=—\/§.
Onadonc:§ =1++V2ioud =—-1-+2i.

On choisit arbitrairement que § = 1+ +/2i (cela ne change rien au résultat final). Les solutions de
I’équation x2 + (\/71' - 1)x —+/2i = 0 sont finalement :

y = -(V2i-1)—-(1++/2i) _ —V2i+1-1—v2i = —\Zi etx = -(V2i-1)+(1+v2i) _ —V2i+1+1+2i

2X1 2 2X1 2

=1

5. Nombres complexes et géométrie

5.1. Plan complexe

Nous avons déja bien utilisé I'interprétation géométrique des nombres complexes. Toutefois, il convient
de formaliser cette notion :

On appelle plan complexe le plan orthonormé (O ;u,¥) dans lequel on représente tout nombre
complexe z € C, z = x + iy, par un point M de coordonnées (x;y). Les nombres z est qualifié d’affixe
du point M.

N.B. : la partie réelle est donc représentée sur I’axe des abscisses et la partie imaginaire sur I'axe des ordonnées.

5.2. Symétries, rotations et translations

Nous avons déja prouvé les propriétés suivantes quoique nous les avions énoncées de maniére peu
géomeétrique. En voici une formulation plus géométrique :

Soit A un point d’affixe z = x + iy et A’ sont symétrique par rapport a I'axe des abscisses. Alors |’affixe
de A’ estZ = x — iy.

Soit A un point d’affixe z = x + iy et A’ sont symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. Alors
I'affixe de A’ est z' = —x + iy.
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Soit A un point d’affixe z = x 4+ iy et A’ sont symétrique par rapport a l'origine du plan complexe.
Alors I'affixe de A’ est —z = —x — iy.

Quant aux rotations par rapport a l'origine :

Soit A un point d’affixe z et A’ le point obtenu en faisant subir au point A une rotation de 6 radians par
rapport a I'origine du plan complexe. Alors Iaffixe de A’ est z’ = ze®® .

Preuve : soit z € C, z peut s’écrire sous la forme z = ae'f avec a,f € R.Soitd € R.
Alors : ze!® = qetfel® = qei(B*+9) On a bien arg(zew) = arg(z) + 6 ce qui correspond a une
rotation de 6 radians par rapport a l'origine.

Soit A un point d’affixe z et A’ le point obtenu en faisant subir au point A une translation f(x; y). Alors
I'affixe de A’ est z' = z + x + iy.

Preuve : on note A(a; ) aveca, B € R.

Onaz = a +if. Sion translate A de £(x; y), on obtient le point A’'(a + x; 8 + y).
Onconstateque:z+x+iy =a+if +x+iy = (a + x) + i(B + y), ce qui est effectivement I'affixe
de A'.

5.3. Problémes de géométrie

Nous faisons ici remarquer quelques propriétés intéressantes pour la résolution d’exercices de
géomeétrie faisant ou pouvant faire intervenir les nombres complexes. Ces propriétés ne sont pas
spécialement a retenir. Il convient surtout de bien les comprendre, elles et leur démonstration, afin que
Vous puissiez prouver vous-méme des propriétés similaires.

Soit le plan (0 ; 1, V) et soient A et B deux points d’affixes respectives z, et z,,.
Alors : ||ﬁ|| = |z — z4| et (U; E) =arg(z, — z,).

Preuve : on note A(x,; v,) et B(xp; yp)-
On a alors z; = x, + iy, et z, = x, + iy, et donc z, — z, = (x, — x5) + i(Yp — Va). Or X — x4 et

—_—
YV, — Vg sont les coordonnées du vecteur AB.

Soit le plan (0 ;u, V) et soient A, B et M trois points d’affixes respectives z,, z;, et z,,.
Alors : (I\_/IZ, WB)) =arg (M)

Za—Zm

Preuve : on note A(x,; Ya), B(Xp; ¥5) €t M (X ¥im)- On note (% m) =0, et (U; ﬁé) = 0.
On a: (W, W) = (1_1; W?’) — (Ti; m) =0, — 0,.

Or, d’aprés la propriété précédente : (Ti; W) =arg(zp — z,) et (Ti; m) =arg(z, — Zm)-
De plus, on sait que Vz,z' € C,arg (5) = arg(z) —arg(z').

D’ou : (m, m) = (4; Wf) - (@ m) =arg(zy, — zy) —arg(zg — z;y,) = arg(zy—zm)

arg(zq—2zm)’
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Soit le plan (0 ;u, V) et soient A, B et M trois points d’affixes respectives z,, z;, et z,,.
ABM est isocéle en M si et seulement si 22— = 1.

a m
Preuve :
D’aprés les propriétés précédentes, on a 1zp=2ml _ @. Donc, |2b=2ml _ 4 équivaut a ||W§|| = ||m|| ce
[za—2zml| ”MA” |za—2zml

qui équivaut a dire que le triangle ABM est isocele en M.

Soit le plan (0 ;u, V) et soient A, B et M trois points d’affixes respectives z,, z;, et z,,.
Si B est le point obtenu en faisant subir a A une rotation de 8 par rapport a M, alors I'affixe z,, de B
vaut : z, = (z4 — zyp)e’ + zp,.

Preuve : on note A(xq; ¥4), B(xp; ¥1) €t M(xXp; Yim)-

Par hypothése, on a (W, W) =6 et ||m|| = ||W3’|| puisque la rotation préserve les longueurs.
D’apres les propriétés précédentes, il vient que :

(M4; MB) = 0 < arg (2=22) = 6

Zp—Zm

Za—Zm

[MA| = [MB|| & |20 = 2l = |25 = 2| &= (22200 =

Ce qui est équivalent a:

Zp —Zm
Za —Zm

=1xe? =el @z, -z, = (2, — zn)e'? &z, = (z, — z,)e?® + z,,
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